
代数结构又称为代数系统或抽象代数。用代数方法建立的

模型称为代数系统。它在计算机领域有重要作用，特别是计算

机安全方面：加密、解密等方面会用到代数系统的理论。

◼代数系统的引入

◼运算及其性质

◼半群

◼群与子群

◼阿贝尔群和循环群

◼同态与同构

◼环

第五章 代数结构



◼

则f是Q上的一元运算x

5-1 代数系统的引入



f: R2→R  f(x,y)=x+y (或x−y,xy xy) 则f是R上的二元运算

在数学中，用+−/来表示运算，而在代数系统中，用*表示运算

*：A2→B     <a,b>→a*b  *<a,b>=a*b   

可用函数来表示运算，也可利用给出运算结果来表示一个运算：

如A= *    

⎯⎯⎯⎯⎯

   

   

   

5-1 代数系统的引入

（注意：*是一个抽象的运算符号，可表示+− 或其他运算）



3、代数系统：

定义：非空A，若干个A上的运算f1,f2,.fk所组成的系统称为一个代

数系统，记作〈A,f1,f2,...,fk>.

x 则不封闭而f(x)=

2、封闭：

对于*：An→B 若BA，则称运算*是封闭的

如上面所举例f(n)=n+1 g(x)=x等则分别在N，在R上封闭

5-1 代数系统的引入

如〈N，+〉，Q，+，-， 均是代数系统

若S，则 P(S),,也是代数系统



2、交换律：

〈A，*〉，*是A上的二元运算，若对a,ba*b=b*a,则称*

是可交换的。

例A=Q（Q为有理数集），为Q上二元运算，定义a,bQ，

ab=a+b-ab,则是可交换的，∵ab=a+b-ab,ba=b+a-

ba=a+b-ab=ab,是可交换的。

1、封闭性：

〈A，*〉，即*是A上二元运算，如果对a,b,都有

则称运算*是封闭的。

*a b A

5-2 运算及其性质

1、封闭性：

〈A，*〉，即*是A上二元运算，如果对a,b,都有

则称运算*是封闭的。

*a b A

1、封闭性：

〈A，*〉，即*是A上二元运算，如果对a,b,都有

则称运算*是封闭的。

*a b A

1、封闭性：

〈A，*〉，即*是A上二元运算，如果对a,b,都有

则称运算*是封闭的。

*a b A



例A ,为A上二元运算，a,b，ab=b,则满足结合律

a,b,c,(ab)c=bc=c,a(bc)=ac=c,是可结合的



3、结合律：

〈A，*〉，*是A上的二元运算，若对a,b，c都有(a*b)*c 

=a*(b*c),则称*是可结合的。

4、分配律：

若对a,b,c有a(bc)=(ab)(ac),(bc)a=

(ba)(ca)则称对于是可分配的（要求左右分配均满足）

如a(b+c)=ab+ac  (b+c)a=ba+ca

是一般定义上的抽象符号。
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例A=，，如下

*  





 

 

  





 

 

则对可分配吗？对呢？

（）== ()()=*=

要求对集合A中任意元素都成立，共有82种左右分配，一一验

证可知成立，∴对可分配

而对不分配：（)==而()()==

∴对不可分配
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5、吸收律：

〈A，*，〉，*，均可交换，若a,b,有a(ab)=a, 

a(ab)=a,则称和满足吸收律。

例：*运算：a*b=max(a,b)运算：ab=min(a,b) 可交换成立

a(ab)=max(a,min(a,b))=a,a(a*b)=min(a,max(a,b))=a

∴吸收律成立

例：，也满足吸收律。【有P(PQ)=P；P(PQ)=P】
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6、等幂律：

〈A，*〉，若对aA,有a*a=a,则称*是等幂的或是幂等的。

对幂等运算有nN且n>1,an=a

例：S,对代数系统<P(s),,>,AP(s),有AA=A,AA=A,

∴,是等幂的
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7、幺元（单位元）：

〈 A，*〉，若有elA,对xA,有el*x=x,则称el为A中关于*

的左幺元。【如A=R，*： xR,1x=x ∴1是左幺元】

若有erA,对xA,xer=x,则称er 为A关于*的右幺元。

【如x1=x ∴1也是右幺元】

若有e A,e既是左幺元又是右幺元，则称e是A上关于*的幺

元。【1是R上关于的幺元】

R上关于+的幺元为0（∵0+x=x+0=x）

5-2 运算及其性质



不同运算可有不同幺元，也可无幺元。

可有左幺元而无右幺元；有右幺元而无左幺元。

若存在el和er则必有幺元存在

定理： 〈A，*〉， *是A上的二元运算，若左幺元el和右幺

元er，则er= el=e，且e是唯一的。

证明：（e是幺元）设er ，elA，el= el *er= er=e

（唯一性）假设若有幺元e1A ，则e1= e1 *e=e  

∴e是唯一的。
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8、零元：

〈A，*〉，若有lA，对xA,有 l*x=l,则称为A中关于*

的左零元。【如R上 0x=0,  0是l 】

若有rA，对xA,有 x*r =r,则称r为A中关于*的右零

元。【如R上 x 0=0 0是r】

若有一 A，既是左零元又是右零元，则称是A中关于*

的零元，有 *x=x*  = 。【如0是R中关于的零元, 即<R，>

有 =0，R中关于+没有零元 即〈R，+〉无 】

零元与幺元类似：可有左零元而无右零元，可有右零元而

无左零元，也可有可无。同时存在l ， r 时两者相等
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定理：〈A，*〉为一代数系统，且A中元素个数大于1，如果A

中有幺元e和零元，则e。

如：〈R，〉这一代数系统中， 相当于R中的0，而e相当于

R中的1，即=0，e=1，10。

定理：〈A，*〉， *是A上的二元运算，A中关于*有左零元l和

右零元r ，则l = r =  ，且是唯一的。
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9、逆元：

〈A，*〉， *是A上的二元运算，e是幺元，如对某个aA,b 

A,使得b*a=e,则称b是a的左逆元【如<R,>，e=1，

是2的左逆元

如果a*b=e，则称b为a的右逆元【如<R,>， 是2的

右逆元】

如果b既是a的左逆元又是a的右逆元，则称b是a的一个逆元，

记b=a-1(只是记号，并不代表倒数）【如<R,>， 】

2

1
,12

2

1
=

2

1
,1

2

1
2 =

12
2

1 −=

〈R，+〉中，x+(-x)=0  ∴x-1=(-x)
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例：S=，*定义如下，试求各元素逆元。

*     











    

    

    

    

    

∴是幺元-1

的左逆元为， 右逆元为

的左逆元为， 右逆元为，

的左逆元为 右逆元为 

的左逆元无 右逆元为

∴有逆元
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定理：<A,  >有e,若任意x ∈A,都有左逆元,且是可结

合的，则任一元素x的左逆元必是它的右逆元，

且x的逆元是唯一的。

定义逆元时先有幺元
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❖例：构造代数系统，使其中只有一个元素有逆元。

解： T={x | x ∈ I, m≤x ≤ n, m ≤ n}，则<T,max>

幺元是m, 仅有m 有逆元,     max(m,m)=m.

（  x,x ∈ T, max(x,m)=x）
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❖ 例：构造一代数系统，每一个元素都有逆元。
解：Nk={0,1,2, … ,k－1}    ＋k 为模 k 加法

x、y ∈ Nk.

x ＋k y=
x+y,        x+y ＜k

x+y－k,  x+y ≥k

< Nk , ＋k >幺元是0,00=¹־, x ∈ Nk, x ≠0    

x ¹־= k – x

∵x+ x ¹־=x+(－x)=k      

∴x ＋k x 0=¹־
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封闭性：表中每个元素都属于A

可交换性：表关于主对角线对称

等幂性：主对角线元素与所在行(列)头元素相同

零元：所在行(列）元素与该元素（零元）相同

幺元：所在行(列）元素与运算表的列(行) 相同

任一元素a的逆元：a所在行(列）中的幺元对应的列(行)头元素
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5-3    半 群

半群是一种特殊的代数系统

2、半群：

若<A,  >是广群（ A ≠     ），且是可结合的，则称代数系

统<A,  >为半群 （封闭、可结合半群）



1、广群：

<A,  >是代数系统（A ≠   ）， 是A上的二元运算，若是封

闭的， 即对 x、y ∈ A ，x  y ∈ A ，则称 <A,  >为广群





5-3    半 群

例： 1.<R, ·>  是半群。

2.<R,/>不是广群，不是半群

∵x/0不存在，结果不在R中。

（x/y）/z ≠ x/（y/z）

3.< I＋, －>不是广群，也不是半群。

∵1－2= –1  I＋

4.SK={x|x ∈ I∧x≥k} (k≥0),<Sk,+> 是半群。

若k<0,则 +是不封闭的。



3、子半群

<A,  >是半群，B  A，若<B,  > 是半群，则称<B,  >是

<A,  >的子半群。

定理：

<A,  >是半群， B  A ，若在B上是封闭的，则<B,  >

是<A,  >的子半群。

例：<R, ·>是半群，[0,1] 、[0,1)、I均是R的子集;

· 在[0,1] 、[0,1)、I上都封闭 ;

∴ <[0,1], ·> 、<[0,1) ,·>、<I, ·>均是<R, ·>的子半群。
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定理：

<A,  >是半群，若A是有限集，则必有 a ∈ A ，使a  a=a，

称a为等幂元。（性质）

4、独异点（单位半群）：

存在幺元的半群<A,  >称为独异点（单位半群）

如 ① <R, ·> ，1是幺元，∴ <R, ·>为独异点；

② <R, +>具有封闭性、可结合性且0为幺元，

∴ <R, +>为独异点；

③ <I, ·>也是独异点。

④ <N－{0},+>是半群，但非独异点。
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定理：<A,  >是独异点，则在运算表中，任意两行或两列都不相同

证明： <A,  >是独异点，必存在幺元e ∈ A，则横、竖列有e

 ‥    a   ‥    e     ‥    b    ‥

︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰
a  ‥   ︰ ‥ a  e  ‥    ︰ ‥

︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰
e  ‥ e  a ‥  ‥    ‥  e b ‥

︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰
b  ‥   ︰ ‥ b  e  ‥   ︰ ‥

a 、b∈ A,a ≠ b

a  e=a ≠ b=b  e

∴任两行不同

同理：e  a=a ≠ b=e  b

∴任两列不同
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• 介绍一个重要的代数系统：

❖例：I为整数集，m ∈ I＋

R={ < x,y > | x,y ∈ I,x  y(mod m) } ——同余模m关系

则R是等价关系（自反的、对称的、传递的）。

[a]R={ x | x ∈ I,aRx }={ x | x ∈ I,x  a(mod m) }=简记为[a]

—— 模m同余类

[2]={···, 2－m, 2, m+2, ···} 

I/R ={[0],[1],[2], ···,[m－1]} = Zm ——模m同余类集

在Zm上定义两个运算：＋m, ×m

任意[i],[j] ∈ Zm [i] ＋m [j] =[(i+j)(mod m)]

[i] ×m [j] =[(ij)(mod m)]

（要证＋m, ×m运算表中任意两行、两列不相同）
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证明：只需证< Zm , ＋m >, < Zm , ×m>是独异点

①封闭性

②可结合性 ([i] ＋m [j]) ＋m [k] = [i] ＋m ([j] ＋m [k])

=[(i+j+k)mod m]

×m 类似

③幺元： ＋m 幺元 [0]

×m 幺元 [1] （重要的类）

∴< Zm , ＋m >, < Zm , ×m>是独异点。
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定理：<A,  >是独异点，对任意a 、b∈ A ，a有逆元a-1，b有

逆元b-1，则

⑴ (a¹־ )¹־ =a;

⑵a  b有逆元，且(a  b)¹־ =b¹־  a¹־ 
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<A,  >

广群
半群

独异点

 可结合的封闭的

有幺元
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广群、半群、独异点 三者之间的关系：



2、有限群、无限群：

若<A,  >是群，且A是有限集，则称<A,  >是有限群；

|A|=n，n 称为有限群的阶；

若A是无限集，则称<A,  >为无限群。

1、群：

<A,  >满足：A ≠   ，是A上二元运算

⑴ <A,  >是独异点，

⑵ A中每个元素都有逆元

则称<A,  >是群


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例：（1） <R, ·>：是独异点 e=1 

—— 不是群，∵0无逆元。

（2）<R－{0}, · >：是群，e=1  x1= ¹־/x。

（3）<I, +>：是群，幺元为0  x¹־ = –x。

（4）<    (s),> ：是群，幺元e=   A∈ (s)   A¹־=A

（5） <G,  >   G={e}是群,{e}和G称为平凡子群。

  
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<A,  >

广群
半群

独异点

 可结合的封闭的

有幺元

广群、半群、独异点、群 四者之间的关系：

群

中每个元素有逆元



如 S={a,b,c,d}  f={<a,b>,<b,c>,<c,d>,<d,a>}则f是双射

3、置换：

非空集合S到自身的一个双射称为S的一个置换

若 |S|=n，则S上共有n!个不同置换










ｂｃｄａ

ａｂｃｄ
上的一个置换，记做是sf
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(2) 群满足消去律。即 a,b,c ∈G,若 a*b=a*c,则 b=c

或若 b*a=c*a, 则 b=c

4、群的性质：

(1) 群中不可能有零元。

5-4    群与子群

证：〈G, * 〉是群， 当│G│=1，G={e},e为幺元，无零元
当│G│≠1时，假设有零元θ∈G,

x ∈G,  x *θ=θ* x =θ≠e,  θ无逆元,矛盾

证：若 a*b=a*c,  a ∈G有逆元a-1,则 a-1 *(a * b)= a-1 * 

(a * c)

∴ (a-1 *a)*b=(a-1 *a)*c  即 e*b=e*c   ∴b=c



(3)  群中除了幺元之外，没有其他等幂元（幺元是等幂元 e*e=e）

(4)  在群中，方程a*x=b 有唯一解。其中a,b∈G
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证明：假设 a∈G，a≠e,且a*a=a, 则

a=e*a=(a-1*a)*a=a-1*(a*a) = a-1*a=e

与a≠e矛盾！

证：要证明 x  G, 使a  x = b, 且 x是唯一的。

a∈G,   ∴ a-1 ∈G,  取x= a-1 *b G，则

a*x=a*(a-1 *b)=(a* a-1)*b=e*b=b. ∴ a-1 *b是方程的解

若存在另一解x1，a* x1=b,则 a-1 *(a*x1)= a-1 *b

∴(a-1 *a)*x1= a-1 *b    即x1= a-1 *b



反证法（如左图）： b1 ≠ b2,

a*b1 = c = a*b2

由消去律知： ∴b1=b2（与b1≠b2矛盾）

∴在同一行中，不可能有两个相同的元素。

* ...b1......b2..............   ......

a ....c.....c......
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(5)  在群〈G,*〉中，*运算表中的每一行或每一列都是G的
元素的一个置换。

(1)
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*
... (a-1  b )....

.....   ......

a ......b.......

对bG，有 b = a (a-1  b)，

而 a-1  b  G，

∴ b出现在a这一行 ，a-1 *b所在列中。

∴ G中的每个元素都在每一行中出现。

(2)

(5)  在群〈G,*〉中，*运算表中的每一行或每一列都是G的
元素的一个置换。



定理：<B,*>是<G,*>的子群，则<G,*>中的幺元也是<B,*>中的

幺元。

且对任意b∈B，b在<B,*>的逆元b-1也是它在<G,*>中b的

逆元。

证：设<B,*>中的幺元是e1

任意x∈B, e1*x = x = e*x      群满足消去律 ∴e1=e

另可证 b*b-1
B = e = b*b-1

G ==> b-1
B = b-1

G

5、子群、平凡子群：

<G,*>是群，B是G的非空子集，且<B,*>是群，则<B,*>是
<G, *>的子群

若B={e}或B=G，则称<B, *>为平凡子群。
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例：<I,+>是群，IE={x|x=2n,n∈I}，证明<IE, +>是<I, +>的子群。

证明：易证 IE 是 I 的非空子集，需证 IE 是一个群。

1)  封闭性：即证 x , y∈ IE ,   x+y∈ IE

有 x=2n1 , y=2n2，x+y = 2(n1+n2) ∈ IE

2)  结合律：显然成立

3)  幺元：0

4)  逆元：任意x∈ IE ，x=2n，有x’=-2n=2(-n) ∈ IE，使x+x’=0    

∴< IE , +> 是〈I  ,  +〉的子群。

5-4    群与子群



子群的两个判定定理：

(1)  <G, *>是群，B是G的非空子集 且 B是有限集，

*在B上封闭，

则<B, *>是<G, *>的子群
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(2)   <G,*>是群， SG，S≠，对a,b∈S，都有a*b-1∈S

 <S,*>是<G,*>的子群



证明：

（ａ）封闭性：显然

（ｂ）可结合性：<B, *>是半群（P186定理5-3.1），故可结合

（ｃ）幺元：B为有限集且*封闭，则任意 b必有bi=bj(i<j)，则有

bi = bi * bj-i = bi*e，由消去律可知 bj-i 为<B, *>中幺元。

（ｄ）逆元：

①若j-i=1，则有e=b，即b为<G, *>中幺元，则b的逆元为b.

②若j-i>1，则有bj-i = b*bj-i-1，bj-i-1也在B中，可知bj-i-1是b的

逆元。
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(1)  <G, *>是群，B是G的非空子集且B是有限集，*在B上封闭，

则<B, *>是<G, *>的子群



证：见书P196

显然正确
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(2)   <G,*>是群， SG，S≠，对a,b∈S，都有a*b-1∈S

 <S,*>是<G,*>的子群



H∩KG，至少有e∈H∩K，∴ H∩K≠ a,b∈H∩K,   

b-1∈H,b-1∈K, ∴ b-1∈H∩K

又a∈H∩K,  *在H，K中封闭 ∴a*b-1 ∈H∩K

根据子群判定定理2有〈H∩K，*〉是〈G，*〉的子群

例：〈H，*〉，〈K，*〉都是〈G，*〉的子群。

则 ①〈H∩K，*〉也是〈G，*〉的子群。
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反例：如<Z12 ,+ 12>是群（有限群）

H={[0]，[4]，[8]}（封闭） K={[0]，[6]}是子群，

但H∪K 不是子群 。

如：[4]+[6]=[10] H∪K ，不具有封闭性。

例：〈H，*〉，〈K，*〉都是〈G，*〉的子群。

则 ② 若H∪K，则< H∪K ,*>未必是<G,*>的子群。
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1、阿贝尔群(交换群）：

<G,*>是群，若*在G中可交换，则称<G,*>为交换（阿贝尔）群

例1：<R-{0}，·>是群，· 可交换 ∴是交换群

<ρ（S）,>是群，  可交换 ∴是交换群

例2： S={a,b,c,d}  f: S→S

f2=f•f      f3=f•f2 f4=f•f3 ＝Ｉ(恒等映射)

F={f0, f1, f2, f3} (复合函数形成的集合)

∴ <F, •>是群，而且是阿贝尔群

 
 
 

ａｂｃｄ元素

ｂｃｄａ象
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2、阿贝尔群的判定定理

)*(*)*()*(*)*(

,,,*,*

bbaababa

GbaGG

=



都有

对是阿贝尔群是群，定理

)*(*)*(*)*(**)*(*)*(*)*(

**,,

bbaabbaababababa

abbaGba

===

=对

证明： 

由题意知： * 满足交换律和结合律
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baba babaGG

bbaababa

bbaababaGba

1111
*)*)*(*(*,,,*

*)*(**)*(*

)*(*)*()*(*)*(,

−−−−


=

=



是群，而

有若对

即需证交换性

ba bbaa
11

*)*)*(*(*
−−

=

1 1 1 1
* ) * ( * ) * ( * ) ( * ) * ( * ) * ( * )

* * ,*

a b a b a a b b

b a a b G

a b a b
− − − −

=

 =  

即（

　　 是阿贝尔群
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3、循环群

aaaaaaaaea *,*,, 23210 ====

为生成元。是循环群，

则称，

使得对一切是群，若存在定义：

  ,*          

 ,          

,,*

aG

IiabGb

GaG

i



=



+

的幂）中的任一元可写成（   aG
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},,,,,{S  300240180120600
0 ooooo

=例

))(mod(b,,: 360
o

baaSba += ☆　　对☆

☆ 00240802000 ３１１６　
ｏｏｏｏｏ

　　　　　
o

300

240

180

120

60

0

o

o

o

o

o

o 00240180120600 ３
ｏｏｏｏｏ

　　　　　
o

０３
ｏｏｏｏｏ

　　　　　 0024018012060
o

03002408020 ６０１１
ｏｏｏｏｏｏ

　　

120600300240180
oooooo

　

18012060030040
ooooo

　　　 　　２
ｏ

24018012060000
ooooo

３
ｏ

逆元存在。是群，幺元☆ ,, 0
o

S 

,, 24012030060
10 ooo

⎯→⎯→ −逆元

60300120240180180
111 ,,

oooooo
⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯ −−−

,

S, ,

60
o

a b b a

S

=

   

满足交换律　　 ☆ ☆ 生成元是

所以 ☆ 是阿贝尔群　　 ☆ 是循环群
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4、定理：<G,*>是循环群，则<G,*>必是阿贝尔群

证：a为生成元

xyaaaaaayx

ayaxGyx

srsrrsrs

rs

****

, ,,

=====

==

++

则

的最小正整数是使 ean m =

2 3

5. ,* | | ,

, { , , , , }n

G G n a

e G a a a a e

  = −

= =  =n

定理　　 是有限循环群， 生成元

　　　　则a 且

5、定理

称n是a的阶
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2 ,
i

e i na  （ ）下面要证

Ｉ　ｋ则

　使反证，若

=

= +

abGb

eanmIm

k

m

,

,

+ k1 e G a k I e=a （ ）首先由 ， 为生成元，可知必有 使 。

aaaaaabmrrmqk rrm
q

rmqrmq ====+= + **,0, )(

矛盾与

个元素，中至多有

nG

Gnmr

=



||

m0

)( nkee aa
km

== 　　不可能
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2(3) , , , na a a证明： 都不同

, , , 0 , )
i j

i j i j i j n a a    （ ＜ 要证

不可能消去律）　　　　　　

则反证　　假设

nijea

aaaaa
ij

iijjji

−=

==

−

−

(

*,

2
4 G n , , ,

,

n

k

a

k n e

a a

a



 =

（ ）由 有 元素，而 互异　　

, n
n k

e ea a = =必有取n时， 故 是使 成立的最小正整数
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*    



    

    

   

    

封闭可结合幺元

逆元存在— β—β γ—δ

有生成元γ，δ

<G,*>是循环群，生成元未必唯一。

例：G＝｛ ， ， ，｝

γ2=β

γ3=δ

γ4=
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讨论两代数系统之间的关系

代数系统<{0,1}, ∨>  <{a,b},*>     

a---0,b---1,他们是同构的，本质上是一样的。

∨ 0      1            *   a    b  

0     0      1              a     a    b

1     1      1              b     b    b

1. 同构

<A,¤>和<B,*>是两个代数系统，¤,*分别是A,B上二元运算。

若 双射f:A→B  使得a,b ∈A

f(a¤b)=f(a) * f(b)则称f是从<A, ¤>到<B,*>的一个同构映射。

<A, ¤>和<B,*>是同构的，记作<A, ¤>≌<B,*>.

上例中：{a,b}  → {0,1} f(a)=0   ,  f(b)=1.


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f(a*b) 是否等于f(a)∨f(b)

f(b)=0∨1=1

∴f是{a,b}→{0,1}的同构映射。
<{a,b},*>≌<{0,1}, ∨ >

虽然符号不同，但本质上是完
全一样的。

5-8   同态与同构



例：<R,+>≌<R+,
。>

f:R→ R+.   满足运算
f(x)=ex                         f(x+y)= ex+y  f(x)f(y)= ex ey= ex+y

∴<R,+>≌<R+,
。>   f未必唯一。

2）定理：G是代数系统的集合，则G中代数系统之间的同构关系
是等价关系。

证：自反性：<A,*>∈G,<A,*>≌<A,*> IA:A→A 满足运算。
对称性：<A,＊>,〈B,*>∈G, <A,＊>≌<B,*>,,则有
f:A→B双射
f-1:B→A 也满足双射。
传递性：〈A,＊>≌f〈B,*〉 〈B,*>≌g〈C, +〉
∴ 〈A,＊>≌g . f 〈C,+〉同构映射。
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∴可将G分类，同一类中只是形式不同。
若f是映射，则为同态，条件放宽。

2.同态 〈A,＊>〈B,*〉同上。若存在映射f:A→B使 a,b ∈A

f(a ＊b)=f(a)*f(b)则称f是<A,＊>→<B,*>的同态映射。
<A,＊>同态于<B,*>，运算的象=象的运算。
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例：<I, ．>,<B,*>,B={正，负，零}

f: I→B

x ∈I, 正 x＞0.
f(x)= 0 x=0.

负 x＜0.
对 a,b∈I 

f(a．b)=f(a)*f(b)

∴<I, ．>~<B,*> 只研究系统中某些性质（本质的问题）是共同的


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3) 性质：若<A,*>~f<B, >,则
1.若*在<A,*>中封闭，则 在<f(A), >中也是封闭的。
2.若*在<A,*>中满足结合律，则 在<f(A), >中也满足

结合律。
3.若*在<A,*>中满足交换律，则 在<f(A), >中也满足

交换律。
4.若<A,*>中有幺元，则f(e)是<f(A),  >的幺元。

2）定义:f是<A,*>到<Ｂ, > 的同态映射，若：
f是A到B的满射,则称f是满同态；
f是A到B的入射,则称f是单一同态；
f是A到B的双射,则称f是A→B的同构。

若f是<A,*>到<A,*>的同态（构）映射，则称是自同态（构）。







 

 


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5.若<A, *>中有零元 ，则f(   )也是<f(A),   >的零元。
6.若对每个x有逆元，则f(x-1)是f(x)的逆元。

证：4.e是<A,*>的幺元，证f(e)是<f(A),   >的幺元。
x ∈f(A),x  f(e)是否等于f(e)  x=x ?
存在a ∈A使x=f(a).x  f(e)=f(a)  f(e)=f(a* e)=f(a)=x.
f(e) x=f(e)  f(a)=f(e* a)=f(a)=x.
∴f(e)是<f(A),  >的幺元。

4).推论:f:A→B的同态映射。
1).若<A,*>是半群，则<f(A),*>是半群。
2).若<A,*>是独异点，则<f(A),*>是独异点。
3).若<A,*>是群，则<f(A),*>是群。



 

 



 

 


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

















5).若f:A→B的同构映射。
1). <A,*>是半群 <B,*>是半群。
2).<A,*>是独异点 <B,*>是独异点。
3).<A,*>是群 <B,*>是群。
4).<A,*>的阶=<B,*>的阶。 |A|=|B|

<A,*> <B,+>

同态 f:A→B映射,f(a*b)=f(a)+f(b)      <A,*>~<B,+>

同构 f:A→B双射,f(a*b)=f(a)+f(b)      <A,*>≌<B,+>

存在两个群 f:<A,*>→<B,*> 同态,A中幺元e, B中幺元e’ 

同态核：
1）定义:Ker(f)={x|x ∈A,f(x)=e’  }称为f的同态核.

其中e’是<B,*>的幺元





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2)定理：ker(f)是<A,*>的子群。

证：k    A ,k ≠  ,  a,b ∈k,只要证a*b-1 ∈k即可。

1)e ∈A,f(e)是B中幺元f(e)=e’,所以e∈k.

2)f(a*b-1)=f(a)*f(b-1)=e,*f(b)-1=e,*e,-1=e,

2.同余关系 （比等价关系强）讨论一种与同态有关的非
常重要的关系。

1）定义：代数系统<A,*> R是A上的等价关系

若 <a1,b1> ∈R,<a2,b2> ∈R

有<a1*a2,b1*b2>∈R,则称R是关于运算*的同余关系。

  


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所以同余关系是一种特殊的等价关系，它与代数系统的运算有关。

例：<I,+>  ,R={<x,y>|x   y(mod3)y,R是同余关系。

因为<x１,y１> ∈R,<x２,y２> ∈R，则x１ y１(mod3),x２ y２(mod3)

所以x１+x２ y１+y２(mod3)<x１+x２,y１+y２> ∈R   R是同余关系。

２）B  A/R={[x1]R,[x2]R,…,[xr]R}={A1,A2,…,AR} (R是等价关系）

B中定义的运算＊



=



 


5-8   同态与同构



x i∈[xi]R,xj ∈[xj]R,若xi*xj ∈[xk]R.
则[xi]R*［xj]R ∈[xk]R 即Ai*Aj=Ak.

称B={A１,A２,…,Ar}为A关于R的同余类 ,

<B,*>=<A/R,*>为<A, * >的商代数。

定理：<A, *>的商代数是<A, *>的同态象。

证：f:A→A/R.     ai所在的分块

当ai∈Ai f(ai)=Ai f是A→A/R的满射.

注意：要证明<B,*>*是否确实是B上的一个运算与代表元选取
无关，即ai∈[ai]R, ai

,∈[ai]R,aj∈[aj]R, aj
,∈[aj]R,

ai * aj∈Ak.f(ai * aj)=Ak. ai
, * aj

,∈Ak?

即要证ai * aj与ai
, * aj’在同一分块中

这是因为R是同余关系
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<ai,ai
,> ∈R    <aj,aj

,> ∈R在同一分块中。

所以<ai * aj,ai
, * aj

,> ∈R

即ai * aj与ai
, * aj

,在同一分块中 ∈Ak...

f(a*b)=Ak=Ai*Aj=f(a)*f(b)

a∈Ai,b∈Aj,a*b∈Ak

3)定理: f<A;☆>→<B,*>的同态映射，则作关系
R:<a,b>∈Rf(a)=f(b)

则R是A上的同余关系。

证：R是等价关系

1）自反性 f(a)=f(a) 所以 <a,a>∈R

2)对称性<a,b>∈R=>f(a)=f(b)=>f(a)=f(b)  所以<b,a>∈R
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3)传递性<a,b>∈R,<b,c>∈R    f(a)=f(b),f(b)=f(c)

所以f(a) = f(c)  <a,c>∈R

设<a1,b1>∈R,<a2,b2>∈R则f(a1)=f(b1)  f(a2)=f(b2)

f(a1☆a2)=f(a1)*f(a2)=f(b1)*f(b2)=f(b1☆b2)

所以<a1☆a2 , b1☆b2>∈R

, ( )

A P B B P A

A B A f A

→ →

− →

同构： 有性质 也有， 有 也有

同态：单向 有 有
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一、环

1. , ,*

1 , 2 ,* 3 *

, ,*

, , , , , , , ,

, :n n

A

A A

A

I Q R

R R n

  

     

  

 +    +    +  

 +  

定义： 满足：

） 是阿贝尔群，） 是半群，） 对 是可分配的

则称 是环。

均是环。

（ ）， （ ） 阶实矩阵集合，也是环
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, ,*

* *

, , , , , , ,

A

I Q R

  

 

 +    +   +  

研究两个运算的代数系统 同一集合上含有两个

运算系统， ，有联系， 称为加法，称为乘法

如



2.

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( )

a

b a b a b

b a b

b c a b a c

b c a b a c a a b a b

a a a

   

    

•  

• • =

• − = − • = − •

• − = •

• − = • − •

− • = • − • − = + −

• = • + = • + •

定理<A,+, >是环， a,b,c A, 则有

  (1)a = 　　　　　　其中 是加法幺元，

  (2)a 正负得负

  (3)(-a) 负负得正

  (4)a 其中-b是b的加法逆元，

  (5)

证: (1),(3) a 　

 

=



 

•

 •

     a 是等幂元，而群中只有幺元是等幂元，

　　　　a 。加法幺元是乘法中的零元
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(3) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( )

( ) ) ( )

( ) ) ( )

) ( )

a b a b a b b a

a b a b

a b a b

a b a b

a a b b

a b a b

a b a b

a b a b

 

 

• − + • = • − + = • =

 • − •

• − •

• − + − • −

= + − • − = • − =

• − • −

• − • −

 • − = •

的逆元是 　　

   即-( )=

的逆元是(- 　　

    即-( )=(-

(-
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, ,

1

A +  



对于

  环：）<A,+>是阿贝尔群；2）<A,>是半群；3）对+可分配。
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